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0.1 Suchen und Sortieren

0.1.1 Suchen

Diese Vorlesung beschiftigt sich mit zwei fundamentalen Aufgaben der Informatik:
Suchen und Sortieren. Viele der Berechnungen, die in Rechenzentren durchgefiihrt
werden, beschéftigen sich mit diesen Problemen — dementsprechend wichtig ist es,
effiziente Algorithmen zu finden.

Beispiel: Finde die Priifung von Maria Miller in einem Stapel aus 600 Priifungen.
Formal betrachten wir das folgende Problem:

Definition 0.1 (Suche). Gegeben seien ein Array A mit n Eintragen (bei uns: Zahlen)
und ein Element b. Gesucht ist ein Index k mit A[k] = b, oder die Riickgabe “nicht
gefunden”, falls b nicht in A enthalten ist.

Wir betrachten zwei Falle:
e [all 1: A ist unsortiert

e Fall 2: A ist sortiert, d.h., A[1] < A[2] <--- < A[n].

Fall 1: A ist unsortiert

In diesem Fall machen wir keinerlei Annahmen iiber das Array A. Der einfachste
Algorithmus zur Losung des Suchproblems in diesem Fall ist die lineare Suche:

LINEAR-SEARCH(A = (A[1],..., A[n]),b)

1 fori+1,2,...,ndo
2 if Afi] =b then return i
3 return “nicht gefunden”

Die Laufzeit der linearen Suche betréigt im schlechtesten Fall offensichtlich ©(n),
denn die Schleife wird maximal n Mal durchlaufen. Tatséchlich ist die lineare Suche
optimal, d.h., im schlechtesten Fall muss jeder Suchalgorithmus n viele Vergleiche
durchfithren. Um dies zu begriinden, stellen wir uns vor, dass b nicht in A enthalten
ist. Nachdem der Algorithmus n — 1 viele Elemente von A gelesen hat, kann er noch
nicht entscheiden, ob b in A enthalten ist, oder nicht (denn b konnte ja im letzten,
noch nicht gelesenen Element von A gespeichert sein).
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KAPITEL 1

Suchen

Dieses Kapitel beschiéiftigt sich mit zwei fundamentalen Aufgaben der Informatik:
Suchen und Sortieren. Viele der Berechnungen, die in Rechenzentren durchgefiihrt
werden, beschéaftigen sich mit diesen Problemen — dementsprechend wichtig ist es,
effiziente Algorithmen zu finden.

Beispiel: Finde die Priifung von Maria Miiller in einem Stapel aus 600 Priifungen.
Formal betrachten wir das folgende Problem:

Definition 1.1 (Suche). Gegeben seien ein Array A mit n Eintrigen (bei uns: Zahlen)
und ein Element b. Gesucht ist ein Index k mit Alk] = b, oder die Riickgabe “nicht
gefunden”, falls b nicht in A enthalten ist.

Die Annahme, dass das Array mit Zahlen gefiillt ist, ist keine Einschrinkung.
Im Computer ist ja jedes Objekt durch eine Folge von Nullen und Einsen gegeben.
Diese kann man immer auch als Zahl interpretieren.

Wir betrachten zwei Falle:
e Fall 1: A ist unsortiert

e Fall 2: A ist sortiert, d.h., A[1] < A[2] <--- < A[n].

1.1 Unsortierte Arrays

In diesem Fall machen wir keinerlei Annahmen iiber das Array A. Der einfachste
Algorithmus zur Losung des Suchproblems in diesem Fall ist die lineare Suche:

LINEAR-SEARCH(A[1..n], b)

1 fori«+1,2,...,ndo
2 if A[i{] =b then return ¢

3

3 return “nicht gefunden”

Die Laufzeit der linearen Suche betrdgt im schlechtesten Fall (worst case) offen-
sichtlich ©(n), denn die Schleife wird maximal n Mal durchlaufen. Tatséchlich ist
die lineare Suche optimal, d.h., im schlechtesten Fall muss jeder Suchalgorithmus n
viele Vergleiche durchfithren. Um dies zu begriinden, stellen wir uns vor, dass b nicht
in A enthalten ist. Nachdem der Algorithmus n—1 viele Elemente von A gelesen hat,
kann er noch nicht entscheiden, ob b in A enthalten ist, oder nicht (denn b kénnte
ja im letzten, noch nicht gelesenen Element von A gespeichert sein).
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Fall 2: A ist sortiert

Wir nehmen nun an, dass A sortiert ist, d.h., A[1] < A[2] <--- < A[n]. Die lineare
Suche funktioniert natiirlich auch in diesem Fall, doch wir kénnen die zusétzliche
Information, dass A sortiert ist, ausnutzen, um deutlich schneller zu sein.

Ist A sortiert, dann konnen wir das Suchproblem mittels Divide-and-Conquer
l6sen. Dazu betrachten wir die mittlere Position m = |[n/2] im Array und unter-
scheiden drei Félle:

1) Ist b = Alm], dann haben wir den Schliissel b an Position m gefunden und
geben daher m zuriick.

2) Ist b < A[m], dann suchen wir rekursiv in der linken Hélfte (also auf den
Positionen 1,...,m — 1) weiter nach b.

3) Ist b > Alm], dann suchen wir rekursiv in der rechten Hilfte (also auf den
Positionen m + 1,...,n) weiter nach b.

Dieses Verfahren wird bindre Suche genannt. Die Korrektheit der bindren Suche
folgt direkt aus der Tatsache, dass A aufsteigend sortiert ist. Ist also b < A[m], dann
wissen wir bereits, dass die Positionen m, ..., n nur Schliissel enthalten, die grosser
als b sind. Also reicht es, die Suche auf die ersten m — 1 Positionen einzuschrinken.
Die Begriindung fiir den Fall b > A[m] verlduft analog. Da der Suchbereich (die
Anzahl der noch moglichen Positionen) in jedem Schritt um mindestens ein Element
kleiner wird, endet das Verfahren auch nach einer endlichen Zahl von Schritten.

In der Realitdt wiirde man zudem die bindre Suche iterativ statt rekursiv imple-
mentieren, was nicht schwierig ist, wie der folgende Pseudocode zeigt.

BINARY-SEARCH(A = (A[l],..., A[n]),b)

1 left < 1; right < n

2 while left < right do

3 middle <+ | (left+right)/2]

4 if A[middle] = b then return middle
5 else if A[middle] > b then right +— middle—1 > Suche links weiter
6 else left + middle+1
7 return “Nicht vorhanden”

> Initialer Suchbereich

> Element gefunden

> Suche rechts weiter
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1.2 Sortierte Arrays: Binare Suche

Wir nehmen nun an, dass A sortiert ist, d.h., A[1] < A[2] < ... < A[n]. Die lineare
Suche funktioniert natiirlich auch in diesem Fall, doch wir kénnen die zusétzliche
Information, dass A sortiert ist, ausnutzen, um deutlich schneller zu sein.

Ist A sortiert, dann kénnen wir das Suchproblem mittels Divide-and-Conquer
losen. Dazu betrachten wir die mittlere Position m = |[(n + 1)/2] im Array und
unterscheiden drei Fille:

1|23 |[m=1|m|m+1||n-2/n-1|n

< 5 Elemente < 5 Elemente

1) Ist b = A[m], dann haben wir den Schliissel b an Position m gefunden und
geben daher m zuriick.

2) Ist b < A[m], dann suchen wir rekursiv in der linken Hilfte (also auf den
Positionen 1,...,m — 1) weiter nach b.

3) Ist b > A[m], dann suchen wir rekursiv in der rechten Hilfte (also auf den
Positionen m + 1,...,n) weiter nach b.

Dieses Verfahren wird bindre Suche genannt. Die Korrektheit der bindren Suche
folgt direkt aus der Tatsache, dass A aufsteigend sortiert ist. Ist also b < A[m], dann
wissen wir bereits, dass die Positionen m, ..., n nur Schliissel enthalten, die grosser
als b sind. Also reicht es, die Suche auf die ersten m — 1 Positionen einzuschréinken.
Die Begriindung fiir den Fall b > A[m] verlduft analog. Da der Suchbereich (die
Anzahl der noch moglichen Positionen) in jedem Schritt um mindestens ein Element
kleiner wird, endet das Verfahren auch nach einer endlichen Zahl von Schritten.

Binére Suche kann wie alle rekursiven Algorithmen entweder rekursiv oder ite-
rativ implementiert werden. Wir geben hier einen Pseudocode mit der Invariante!,
dass A[l..r] der verbleibende Suchbereich ist.

BINARY-SEARCH(A[L..n],b)

17+ 1;r+n
2 while ¢ < r do
3 m <+ [(0+7)/2]

> Initialer Suchbereich

4 if Ajm| =0 then return m > Element gefunden
5 else if Ajm] > b thenr+ m —1 > Suche links weiter
6 else { +— m+1 > Suche rechts weiter

7 return “Nicht vorhanden”

!Das Konzept der Invariante behandeln wir spéter noch ausfiihrlicher.
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Wie viele Schritte sind dies im schlimmsten Fall? Dieser tritt offenbar dann ein,
wenn erfolglos nach einem Schliissel gesucht wird. Fiir ein Array der Linge n = 2¢
ergibt sich die folgende Rekurrenz zur Abschétzung der maximal durchgefiihrten
Operationen bei einem Array A der Linge n:

(1)

T(n) c falls n = 0 ist,
n)=
T(n/2)+d falls n > 1 ist,

wobei ¢ und d jeweils konstant sind. Mit den frither in der Vorlesung vorgestellten
Methoden erhalten wir T'(n) € O(logn), was sehr schnell ist.

Wie im unsortierten Fall stellt sich auch hier die Frage, ob es besser geht. Die
Antwort ist wieder nein — auch wenn der Beweis etwas aufwéindiger ist.
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Wie viele Schritte T'(n) sind dies im schlimmsten Fall? Dazu beobachten wir, dass ~ LAUFZEIT
die Zahl der verbleibenden Positionen sowohl in Fall 2) als auch in Fall 3) hochstens
n/2 ist. Da die Laufzeit fiir lingere Arrays hochstens linger sein kann?, miissen wir
nach Absteigen in die Rekursion noch héchstens Zeit T'(n/2) aufbringen. Fiir ein
Array der Linge n = 2F ergibt sich damit die folgende Rekurrenz zur Abschitzung
der maximalen Zahl T'(n) an durchgefiihrten Operationen:

T(n) < c fallsn =1 Tst, (1)
T(n/2)+d fallsn > 2 ist,

wobei ¢ und d jeweils konstant sind.
Wir zeigen nun per vollstdndiger Induktion, dass T'(n) < dlogy(n) + ¢ fur alle
n = 2% mit k > 0 ist.

Anfang: Fiir k = 0 folgt die Behauptung direkt aus (1).

k — k+ 1: Fiir n = 28t schitzen wir ab:

T(n) <T(n/2)+d (1)
=T +4d
< dlogy(2¥) + c+d Induktionshypothese fiir n = 2F

=d-(k+1)+c
= dlogy(n) + c.

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt.

Damit folgt, dass T'(n) < O(logn), was sehr schnell ist. Wie im unsortierten Fall
stellt sich auch hier die Frage, ob es besser geht. Die Antwort ist wieder nein — auch
wenn der Beweis etwas aufwindiger ist.

2Diese Eigenschaft kann man formal mit Induktion beweisen. Das werden wir hier aber nicht
tun.
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Abb. 1 Binédre Suche auf einem Array der Lénge 6 als Entscheidungsbaum visualisiert.
Da sich das zu suchende Element im Erfolgsfall auf sechs moéglichen Positionen befinden
kann, hat der Entscheidungsbaum die gleiche Anzahl von Knoten. Im ersten Schritt wird
A[3] mit b verglichen. Bei Gleichheit ist der Algorithmus fertig, ansonsten werden A[1] bzw.
A[5] verglichen, usw. Da der Baum Hohe 3 hat (also aus drei “Schichten” besteht), ist die
binére Suche auf einem Array mit sechs Elementen nach spétestens drei Vergleichen fertig.

Untere Schranke Um zu beweisen, dass die Suche in sortierten Arrays im schlimms-
ten Fall immer Q(logn) viele Vergleiche ausfiihrt, betrachten wir wieder einen be-
liebigen vergleichsbasierten Suchalgorithmus. Wir nehmen an, dass der Algorithmus
die Suche durch Vergleiche ausfiihrt, d.h., Elemente miteinander vergleicht und auf-
grund des Resultats Ja/Nein-Entscheidungen trifft.

Einen solchen Algorithmus kénnen wir als Entscheidungsbaum darstellen. Jeder
Knoten in diesem Baum entspricht einem Vergleich, und die beiden Kindknoten
entsprechen der Entscheidung, die der Algorithmus aufgrund des Vergleichs fallt
(Ja/Nein). Die Blétter des Entscheidungsbaums entsprechen den Riickgabewerten
des Algorithmus. Ist eine Suche nach einem Element b erfolgreich, dann kann b an
jeder der n Positionen des Arrays stehen. Fiir jede dieser n méglichen Ergebnisse der
Suche muss der Entscheidungsbaum mindestens einen Knoten enthalten. Zusétzlich
muss es einen Knoten fiir "nicht gefunden” geben, also muss die Gesamtanzahl der
Knoten mindestens n + 1 betragen.

Die Anzahl von Vergleichen, die ein Algorithmus im schlechtesten Fall ausfiihrt,
entspricht exakt der Hohe des Baums. Diese ist definiert als die maximale Anzahl
von Knoten auf einem Weg von der Wurzel (dem “obersten” Knoten) zu einem
Blatt (einem Knoten ohne Nachfolger). Wir beobachten, dass ein Baum der Hohe h
hochstens

2042t 427 4. ol =0h < 0h (2)
viele Knoten hat. Daraus folgt
n + 1 < Anzahl Knoten im Entscheidungsbaum < 2" = h > logy(n +1).  (3)

Da die Anzahl der im schlimmsten Fall ausgefiihrten Vergleiche h betrigt und unsere
Argumentation fiir beliebige Entscheidungsbédume gilt, haben wir also bewiesen dass
jedes vergleichsbasierte Suchverfahren auf einem sortierten Array im schlechtesten
Fall Q(logn) viele Vergleiche durchfiihrt.
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Abb. 1.1 Binére Suche auf einem Array der Lange 6 als Entscheidungsbaum visualisiert.
Da sich das zu suchende Element im Erfolgsfall auf sechs moglichen Positionen befinden
kann, hat der Entscheidungsbaum mindestens diese Anzahl von Knoten. Im ersten Schritt
wird A[3] mit b verglichen. Bei Gleichheit ist der Algorithmus fertig, ansonsten werden A[1]
bzw. A[5] verglichen, usw. Da der Baum Héhe 4 hat (also aus fiinf Leveln inklusive Blédttern
besteht), ist die binére Suche auf einem Array mit sechs Elementen nach spétestens vier
Vergleichen fertig.

1.2.1 Untere Schranke

Um zu beweisen, dass die Suche in sortierten Arrays im schlimmsten Fall immer
Q(logn) viele Vergleiche ausfiihrt, betrachten wir wieder einen beliebigen vergleichs-
basierten Suchalgorithmus. Wir nehmen an, dass der Algorithmus die Suche durch
Vergleiche ausfiihrt, d.h., Werte miteinander vergleicht und aufgrund des Resultats
(Ja/Nein) Entscheidungen trifft.

Einen solchen Algorithmus kénnen wir als Entscheidungsbaum darstellen. Jeder
innere Knoten in diesem Baum entspricht einem Vergleich, und die beiden Kindkno-
ten entsprechen der Fortsetzung, die der Algorithmus je nach Ausgang des Vergleichs
fillt (Ja/Nein). Da jeder Knoten hochstens zwei Kinder hat, sprechen wir von einem
bindren Baum. Die Knoten in der untersten Ebene, auch Bldtter genannt, entspre-
chen den Riickgabewerten des Algorithmus. Ist eine Suche nach einem Element b
erfolgreich, dann kann b an jeder der n Positionen des Arrays stehen. Fiir jede die-
ser n moglichen Ergebnisse der Suche muss der Entscheidungsbaum mindestens ein
Blatt enthalten. Zusétzlich muss es einen Knoten fiir ,,nicht gefunden* geben, also
muss die Gesamtanzahl der Blétter mindestens n + 1 betragen. Die Anzahl Knoten
ist somit auch mindestens n + 1, denn jedes Blatt ist ja insbesondere ein Knoten.3

Die Anzahl von Vergleichen, die ein Algorithmus im schlechtesten Fall ausfiihrt,
entspricht exakt der Hohe des Baums.? Diese ist definiert als die maximale Anzahl
von Kanten auf einem Weg von der Wurzel (dem “obersten” Knoten) zu einem Blatt
(einem Knoten ohne Nachfolger). Wir beobachten, dass ein bindrer Baum der Hohe

3Das ist natiirlich sehr grob abgeschiitzt. Als Ubung kénnen Sie auch versuchen, sich direkt zu
iiberlegen, wie viele Blitter ein Baum der Héhe h haben kann. Das fithrt zu der minimal besseren
unteren Schranke h > log,(n + 1).

1Statt der Hohe spricht man manchmal auch von der Tiefe des Baumes oder eines Knotens. Die
Waurzel ist also in Tiefe 0, das tiefste Blatt in Tiefe h.
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h hochstens
90 1 91 4 92 4 ... 4 oh _ghtl _ | _ ohtl (2)
viele Knoten hat. Daraus folgt
n + 1 < Anzahl Knoten im Entscheidungsbaum < 28+, (3)

was aufgelost h > logy(n+1)—1 = Q(log n) ergibt. Da die Anzahl der im schlimmsten
Fall ausgefiihrten Vergleiche h betriagt und unsere Argumentation fiir beliebige Ent-
scheidungsbidume gilt, haben wir also bewiesen, dass jedes vergleichsbasierte Such-
verfahren auf einem sortierten Array im schlechtesten Fall Q(logn) viele Vergleiche
durchfiihrt.

Ein Argument von dieser Form nennt man auch informationstheoretisches Argu-
ment. Es formalisiert die Intuition, dass ein vergleichsbasierter Algorithmus durch A
Vergleiche nur “h Bits an Information” sammeln kann und dadurch nur hochstens
2" viele Zustinde voneinander unterscheiden kann. Eine Verallgemeinerung dieses
Prinzips fithrt auf das Konzept der Entropie, das in der Informatik an vielen ver-
schiedenen Stellen auftritt.

1.2.2 Einsortierung

Oft will man mit binédrer Suche nicht nur herausfinden, ob b in dem Array vorkommt.
Manchmal will man (auch) wissen, an welche Position wir b im Array einfiigen miiss-
ten, damit das Array dabei sortiert bleibt.? Das kann man durch leichte Modifikation
von binédrer Suche ebenfalls erreichen. Falls b im Array vorkommt, geben wir ja so-
wieso die Position von b zuriick. Falls b nicht im Array vorkommt, so kann man sich
davon iiberzeugen, dass bei Terminierung ¢ = r + 1 gilt®, und dass A[r] < b < A[/]
ist. Die gesuchte Position ist in diesem Fall also /.

SWenn das Element b mehrfach im Array auftritt, gibt es mehrere mogliche Antworten.

5Da man die while-Schleife verlassen hat, muss £ > 7 sein. Man muss sich also iiberlegen, dass
wir ¢ niemals auf einen grosseren Wert als r+ 1 setzen, und umgekehrt » niemals auf einen kleineren
Wert als £ — 1 setzen.

EINSORTIERUNG



